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1.1 HISTÓRICO DAS PROBABILIDADES 

Os primeiros indícios de estudos envolvendo cálculo de probabilidades estão fundamentados 

em relatos históricos relacionados a jogos de azar na Idade Média, os quais eram praticados 

envolvendo apostas e os jogadores buscavam analisar as possibilidades a fim de traçar a 

melhor estratégia. Atribui-se à Gerônimo Cardano o desenvolvimento das primeiras teorias 

envolvendo o jogo de dados e iniciando a ideia de espaço amostral e de eventos 

pertencentes a este. Ele foi o primeiro a fazer observações do conceito probabilístico de um 

dado honesto ao escrever um argumento teórico que afirmava que, ao se jogar um dado ao 

acaso, a chance de se obter um, três ou cinco, era a mesma de se obter dois, quatro ou seis.  

No século XVII através de correspondências trocadas entre Blaise Pascal e Pierre Fermat, 

ambos chegaram a uma solução correta de um problema de divisão das apostas, que foi um 

passo bastante significativo no domínio das probabilidades. O primeiro a dar um tratamento 

científico ao tema foi Christiaan Huygens. La Place fez a primeira tentativa de deduzir uma 

regra para definição da teoria clássica de probabilidade, como sendo a razão entre o número 

de casos favoráveis e o número de casos possíveis. Desenvolveu sua Teoria das 

Probabilidades em princípios consistentes e bem delineados. Suas contribuições são vastas e 

altamente relevantes na Física e na Estatística por exemplo. As contribuições de Bernoulli 

tiveram como foco os grandes números, enfatizando as combinações, permutações e a 

classificação Binomial os quais deram base para o estudo da estatística posteriormente. 

Gauss desenvolveu o método dos mínimos quadrados e a lei das distribuições das 

probabilidades e dividiu os méritos com Legendre que já havia publicado o método 

independente em 1806, e despertou interesse de Gauss na teoria dos erros de observação. A 

lei de Gauss na distribuição normal de erros, é hoje bastante utilizada para todos que 

trabalham com estatística.  

No entanto, apenas no século XX que se desenvolveu uma tese matemáticamais rigorosa, 

baseada em axiomas, definições e teoremas. Kolmogorov, matemático russo propôs três 

axiomas que deram uma definição mais consistente para o cálculo de probabilidades. O 

primeiro diz que a probabilidade de um evento, é um número real não negativo, o segundo diz 

que a probabilidade de que algum evento elementar em todo espaço amostral irá ocorrer é 

igual a um e o terceiro que diz respeito a eventos mutuamente exclusivos. 

Atualmente os estudos voltados ao cálculo de probabilidades cálculos se espalharam para 

diversas áreas do conhecimento, como biologia (principalmente em genética), marketing e 

econometria. Isso devido a axiomas, teoremas e definições bem contundentes que estão 

principalmente aplicados à estatística indutiva, na acepção amostral, extensão dos resultados 

a população e previsão de futuros acontecimentos. 
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1.2 CONCEITOS INICIAIS  

 Define-se como experimento aleatório aquele que pode gerar diversos resultados a cada vez 

que acontece, por isso não temos como saber exatamente o que irá suceder, porém com 

base nos cálculos de probabilidade podemos prever quais resultados são mais prováveis de 

ocorrerem. Se lançarmos um dado ao acaso para observarmos a face que ira ficar voltada 

para cima, o resultado será imprevisível, pois existem seis possibilidades de resultado. 

Experimentos como esse que ocorrem nessas condições ou em circunstâncias parecidas, que 

podem gerar diversos resultados a cada vez, dar-se o nome de experimentos aleatórios.  

Pegando agora como exemplo o lançamento de uma moeda ao acaso, também não é possível 

saber qual face ficará voltada para cima, mas podemos afirmar que ou será cara, ou será 

coroa, já que uma moeda possui apenas essas duas faces. A esse conjunto {cara; coroa} 

damos o nome de espaço amostral, o qual contém todas as possibilidades de ocorrência no 

experimento. Ao realizarmos um experimento aleatório, estamos interessados apenas em um 

subconjunto desse espaço amostral o qual é chamado de evento. 

 

1.3 DEFINIÇÕES DE PROBABILIDADE: 

Em um evento aleatório, as possibilidades são igualmente prováveis, assim temos que a 

probabilidade desse mesmo ocorrer é dada pela divisão entre o número de casos favoráveis e 

o número de casos possíveis. Sendo E um evento, n(F) o seu número de elementos, ou seja o 

número de casos favoráveis, S o espaço amostral não vazio e n(P) a quantidade de elementos 

do mesmo, ou seja o número de casos possíveis. Temos que a probabilidade de E ocorrer é 

igual a: 

 

𝑃 = 𝑛(𝐹)/𝑛(𝑃) 

 

A probabilidade é um número entre zero e um, inclusive, o que significa que no mínimo não a 

nenhuma hipótese do evento acontecer e no máximo o evento sempre ocorrerá: 

 

0 ≤ 𝑃(𝐸) ≤ 1 
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1.3.1 PROBABILIDADE COMPLEMENTAR 

A probabilidade complementar é aquela que não esta ligada a ocorrência do evento que se 

deseja prever. Portanto a soma entre a probabilidade do evento que estamos interessados(P) 

e a probabilidade complementar(Q) deve ser igual a um. 

 

𝑃 + 𝑄 = 1 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Um dado não viciado é lançado, qual a probabilidade da face voltada pra cima ser maior ou 

igual a dois? Qual a probabilidade complementar desse evento? 

Dado (1, 2, 3, 4, 5,6)  

Número de casos favoráveis: 5 

Número de casos possíveis: 6 

Logo: P = 5/6 

5/6 + Q = 1 

Q= 1 – 5/6 

Q=1/6 

 

1.4 CASOS CLÁSSICOS DE PROBABILIDADE 

Os casos Clássicos de Probabilidade se referem às regras de probabilidade mais usadas e 

que resolvem a maioria dos problemas simples, que não envolvem grande complexidade e 

nem muitas variáveis probabilísticas. São eles: 

 

1.4.1 UNIÃO DE PROBABILIDADES 

A união de probabilidades de dois eventos (𝐴 ∪ 𝐵) é possível, se os mesmos tiverem o mesmo 

espaço amostral, e isso pode ocorrer de duas maneiras. 

 Se a interseção entre os conjuntos A e B formam um conjunto vazio, ou seja, não possuem 

termos em comum podemos definir que: 
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𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

 

Se a interseção entre os conjuntos A e B formam um conjunto não vazio, isso nos indica que 

eles possuem elementos em comum, sendo assim podemos definir que a união desses dois 

eventos pode ser definida como: 

 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

No lançamento de um dado qual a probabilidade de o número obtido ser múltiplo de 2 ou de 

3? 

Dado: (1, 2, 3, 4, 5, 6) 

Múltiplos de 2: A= {2, 4, 6} 

Múltiplos de 3: B= {3, 6} 

 

Assim, podemos concluir que (𝐴 ∩ 𝐵) ≠ ∅, então que: 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑃(𝐴) = 3/6 

𝑃(𝐵) = 2/6 

𝑃(𝐴) ∩ 𝑃(𝐵) = 1/6 

 

Logo: 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 3/6 + 2/6 − 1/6 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 4/6 
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1.4.2 EVENTOS INDEPENDENTES E SUCESSIVOS  

Dois ou mais eventos são independentes se a ocorrência de um deles não afeta a 

probabilidade de ocorrência do outro, e sucessivos pois ocorrem mais de uma vez. Como a 

ocorrência do evento A não atrapalha a probabilidade de outros eventos sucessivos 

ocorrerem, temos que: 

 

𝑃 = 𝑃(𝐴) ∗ 𝑃(𝐵) ∗ 𝑃(𝐶) ∗ 𝑃(𝐷) … 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Retirando duas cartas, ao acaso, com reposição de um baralho de 52 cartas, qual a 

probabilidade de a primeira ser de ouros e a segunda de espadas? 

Como existe a reposição das cartas ao baralho, à ocorrência do primeiro evento, não altera a 

probabilidade de ocorrência do segundo, logo se trata de eventos independentes. 

 

 Cartas de Ouros: 13  

𝑃(𝑂𝑢𝑟𝑜𝑠) = 13/52 

 

 Cartas de Espadas: 13  

𝑃(𝐸𝑠𝑝𝑎𝑑𝑎𝑠) = 13/52 

 

Então, 𝑃 = 13/52 ∗ 13/52 

 

Simplificando temos: 

𝑃 = 1/4 ∗ 1/4 

Logo: 

𝑃 = 1/16 
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1.4.3 PROBABILIDADE CONDICIONAL  

É a probabilidade de um evento ‘ A’ ocorrer com base em um evento anterior ‘B’ ocorrido, em 

um espaço amostral finito e não vazio. 

 

Figura-1: União de Probabilidades 

 

Em um lançamento simultâneo de dois dados, por exemplo, deseja-se calcular a 

probabilidade de que a soma das faces voltadas para cima seja igual a 4 e que ambas sejam 

compostas por números ímpares.  

Sendo assim a probabilidade de a soma desses números ser 4, esta condicionada a 

resultados ímpares nas duas faces, com isso os lançamentos que resultarem em um ou dois 

números pares, estão descartados e consequentemente há uma redução no espaço amostral 

A parte do espaço amostral que nos interessa no exemplo é composta pelos nove pares: 

{1,1}; {1,3}; {1,5}; {3,1}; {3,3}; {3,5}; {5,1}; {5,3} e {5,5} 

Em apenas dois desses pares {1,3} e {3,1}  a soma resulta em 4, sendo assim a probabilidade 

desse evento ocorrer é de : 2/9 

 

 Fórmula probabilidade condicional  

Seja um espaço amostral não vazio e que contém os eventos A e B, a probabilidade de A 

ocorrer, dado que B já ocorreu é representada por P(A/B) e pode ser calculada através da 

seguinte expressão :  

 

𝑃(𝐴/𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
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Onde, 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) é a probabilidade de o evento A interseção B ocorrer e 𝑃(𝐵) é a 

probabilidade do evento 𝐵 já ocorrido. 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Em uma urna existem quatro bolas brancas numeradas de 1 a 4 e seis bolas pretas 

numeradas de 1 a 6. Retirando uma ao acaso observa-se que a mesma é preta. Qual a 

probabilidade de seu número ser par? 

Na urna temos 10 bolas, 4 brancas e 6 pretas 

-Bolas brancas: {1, 2, 3,4} e Bolas pretas {1,2,3,4,5,6} 

Mas como a bola retirada foi preta, temos que a probabilidade de ela ser preta e par é igual a: 

(𝐴 ∩ 𝐵) = 3/10  

E a probabilidade dela ser preta é de: 

𝑃(𝐵) = 6/10  

Utilizando a fórmula da probabilidade condicional temos que: 

 

𝑃(𝐴/𝐵) =
3/10

6/10
= 3/6 = 0,5(50%) 

 

1.4.4 PROBABILIDADE BINOMIAL  

A probabilidade binomial é utilizada em eventos aleatórios repetidos, onde existem dois 

resultados possíveis sucesso ou fracasso. Representamos a probabilidade do sucesso como 

‘p’ e o fracasso como ‘q’ e a soma dos dois deve ser igual a um. 

Além disso, todas as tentativas devem possuir a mesma probabilidade para um resultado em 

particular, sendo assim as tentativas ou realizações de experimento são independentes. Ou 

seja, existe uma probabilidade p de sucesso constante em cada tentativa. O número de 

tentativas n é um valor fixo, um número inteiro e positivo assim como o número de sucessos x. 

 Fórmula da probabilidade binomial  
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Seja x o número de sucessos em n tentativas independentes. 

 

𝑃(𝑥) = (
𝑛

𝑥
) 𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥 

(
𝑛

𝑥
) =

𝑛!

𝑥! (𝑛 − 𝑥)!
 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Vamos supor que uma moeda não viciada seja lançada cinco vezes, qual a probabilidade de 

ocorrerem três caras?  

Primeiramente temos que lembrar que em um lançamento de moedas existem apenas dois 

resultados possíveis (cara ou coroa), portanto a probabilidade de obter sucesso seria de 50% 

ou ½. 

Probabilidade de sucesso (𝑝) =
1

2
 

Fracasso (q) = ? 

p + q = 1 

Logo, 𝑞 =
1

2
  

 

A moeda foi lançada cinco vezes, portanto foram 5 tentativas 

n = 5 

E queremos calcular a probabilidade de ocorrer três caras, ou seja, 3 sucessos  

r = 3  

Utilizando a fórmula da probabilidade binomial, temos que 

P = C 5,3 x p3 x q5-3  

Logo, P = 10 x (0,5)3x(0,5)2 

P=0,31 ou 31%  
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1.5 EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO: 

a) Em uma escola de idiomas com 2000 alunos, 500 alunos fazem o curso de inglês, 300 

fazem o curso de espanhol e 200 cursam ambos os cursos. Selecionando-se um estudante do 

curso de inglês, qual a probabilidade dele também estar cursando o curso de espanhol? 

Resposta: 2/5 

b) Suponha que a probabilidade dos pais terem um filho(a) com cabelos loiros seja ¼. Se 

houverem 6 crianças na família, qual é a probabilidade de que metade delas terem cabelos 

loiros? Resposta: 0,13. 

c) Numa empresa, de cada 100 peças vendidas, 30 são para o Rio de Janeiro, Na venda de 6 

peças. Qual a probabilidade de que 4 sejam para o Rio de Janeiro? Resposta: 5,953% 

d) Um grupo de 50 moças é classificado de acordo com a cor dos cabelos, e dos olhos de 

cada moça, segundo a tabela: 

Cabelos Olhos 

 Azuis Castanhos 

Loira 17 9 

Morena 4 14 

Ruiva 3 3 

 

Resposta: 7/13 

e) Um casal pretende ter filhos. Sabe-se que a cada mês a probabilidade da mulher 

engravidar é de 20%. Qual é a probabilidade dela vir a engravidar somente no quarto mês de 

tentativas? Resposta: 10,24% 

f) Um dado não viciado é lançado 6 vezes, qual a probabilidade de ocorrer um 3 ou um 4 

duas vezes ? Resposta: 32,92%  

 

  



Cálculo de Probabilidades 

 
 

 
 

17 

 
 
 

Capítulo 2 
 
 
 

Distribuições Discretas 
de Probabilidade 
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2. O QUE É A DISTRIBUIÇÃO DISCRETA? 

Uma distribuição discreta descreve a probabilidade de ocorrência de cada valor de uma 

variável aleatória que tem valores contáveis, como uma lista de inteiros não negativos. 

Uma variável discreta é aquela que pode ter valores no conjunto dos números naturais, ou em 

um subconjunto deles. 

Deste modo, uma distribuição de probabilidade discreta é, por vezes, apresentado em forma 

de tabela. 

 

2.1 DISTRIBUIÇÃO BINOMIAL 

Aplica-se a distribuição binomial, mais frequentemente, para descrever controle estatístico de 

qualidade de uma população. O principal interesse está voltado a duas categorias: item 

defeituoso ou insatisfatório versus item bom ou satisfatório e sucesso e falha que tenham 

ocorrido em uma amostra de tamanho fixo. 

A distribuição binomial é aplicada a eventos provenientes de uma série de experimentos 

aleatórios, que constituem o chamado Processo de Bernoulli. 

O processo de Bernoulli é comumente utilizado em aplicações de engenharia envolvendo 

controle de qualidade. 

Quando falamos sobre um processo de produção, cada novo produto criado é considerado 

como uma tentativa, e esta pode ser classificada em: com defeito ou sem defeito. 

Esse processo não se limita a objetos; podendo ser usado em pesquisas de mercado, 

preferências dos consumidores por determinados produtos, preferências políticas em época 

de eleições, etc. 

O modelo é dado pela seguinte função de probabilidade: 

 

𝑃(𝑥) = (
𝑛

𝑥
) 𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥 

(
𝑛

𝑥
) =

𝑛!

𝑥! (𝑛 − 𝑥)!
 

Onde:  

  n = número de tentativas 

  X = número de sucessos 

  P =probabilidade de sucesso 
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Exemplo de Aplicação: 

Suponha que a probabilidade dos pais terem um filho(a) com cabelos loiros seja ¼. Se 

houverem 6 crianças na família, qual é a probabilidade de que metade delas terem cabelos 

loiros? 

Aqui n = 6, X = 3, p = 1/4, e q = 3/4. Substituindo estes valores na fórmula binomial, obtemos: 

 

𝑃(3) =
6!

3! (6 − 3)!
(

1

4
)

3

(
3

4
)

6−3

=
6!

3! 3!
(

1

4
)

3

(
3

4
)

3

=
6.5.4.3.2.1

3.2.1.3.2.1
(

1

64
) (

27

64
) = 20 (

27

4096
) = (

540

4096
)

≅ 0,13 

 

2.2 DISTRIBUIÇÃO POLINOMIAL (OU MULTINOMIAL) 

A Distribuição Multinomial faz parte do conjunto distribuições de probabilidades teóricas de 

variáveis aleatórias discretas, fazendo parte de um grupo ainda maior conhecido como 

distribuições teóricas de probabilidades e é uma generalização da Distribuição Binomial. 

Enquanto Distribuição Binomial se aplica apenas nos casos que envolvem mais que 2 tipos de 

resultados. A Distribuição Multinomial envolve mais que duas categorias. Um experimento 

multinomial é um experimento estatístico que tem as seguintes propriedade: 

O experimento consiste de n tentativas repetidas. 

Cada tentativa tem um número discreto resultados possíveis. 

Em qualquer tentativa dada, a probabilidade de que um particular resultado ocorrerá é 

constante.  

As tentativas são independentes; isto é, o resultado de uma tentativa não afeta o resultado das 

outras tentativas: 

Diremos que um vetor aleatório 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑘) segue uma Distribuição Multinomial com 

parâmetros 𝑛 e 𝑝 = (𝑝1, … , 𝑝𝑘) se sua função de probabilidade for dada por: 

 

ℙ(𝑋1 = 𝑛1, … , 𝑋𝑘 = 𝑛𝑘) =
𝑛!

𝑛1! ∗ … ∗ 𝑛𝑘!
∗ 𝑝1

𝑛1 ∗ 𝑝2
𝑛2 ∗ … ∗ 𝑝𝑘

𝑛𝑘 

 

Denotamos 𝑋 ∼ 𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖(𝑛, 𝑝1, … , 𝑝𝑘). 
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Em que: 

x = número de sucessos em n tentativas; 

p = probabilidade de sucesso; 

q = probabilidade de fracasso; 

k = número de sucessos na amostra. 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Os seguintes eventos podem ocorrer com um pacote enviado pelo correio: chegar em perfeito 

estado, chegar danificado ou perder-se pelo caminho. As probabilidades desses eventos são, 

respectivamente 0,7 , 0,2 e 0,1. Foram enviados recentemente 10 pacotes pelo correio. Qual a 

probabilidade de 6 chegarem corretamente ao destino, 2 serem perdidos e os outros 2 

avariados? 

Defina as seguintes variáveis aleatórias: 

𝑋1: número de pacotes que chegaram corretamente e sem danos; 

𝑋2: número de pacotes que chegaram avariados; 

𝑋3: número de pacotes que se perderam pelo caminho. 

 

Então 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 = 𝑛 = 10 e  𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 = 0,7 + 0,2 + 0,1 = 1 

 

Logo,  

ℙ(𝑋1 = 6, 𝑋2 = 2, 𝑋3 = 2) =
10!

6! 2! 2!
∗ (0,7)6 ∗ (0,2)2 ∗ (0,1)2 = 0,059 

 

2.3 DISTRIBUIÇÃO DE POISSON: 

A distribuição de Poisson é uma das mais usadas para variáveis aleatórias discretas, que 

expressa a probabilidade de uma série de eventos ocorrer num certo período de tempo, 

considerando a ocorrência de um evento independentemente de quando ocorreu o último 

Sua aplicação mais comum é na descrição de dados sobre vários tipos de fenômenos 

observáveis, por exemplo, número diário de telefonemas a uma central telefônica, número de 
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carros que passam por um cruzamento (ou uma cabine de pedágio) durante um certo período 

de tempo,acidentes por unidade de tempo, chegada de clientes a um supermercado por 

unidade de tempo, em análises de confiança em uma linha de produção (saber 

probabilidades de falhas). Sempre considerando o evento em função de um intervalo de 

tempo ou espaço. 

 

2.3.1 PROCESSO DE POISSON 

Imagine que se está interessado em saber o número de pessoas que entram num 

supermercado durante 12 minutos de um dia normal da semana. Cada pessoa que entra é 

considerada um evento. Obtém-se o seguinte resultado, tendo-se uma taxa média de  = 1 

(uma pessoa por minuto ). 

 

 

 

Todo o processo de Poisson tem as seguintes propriedades: 

O número de eventos ocorrendo em um segmento de tempo ou espaço é independente do 

número de eventos ocorridos no segmento anterior; o processo de Poisson não tem memória; 

A taxa média do processo, , deve permanecer constante durante o período de tempo e 

espaço considerados; 

Quanto menor o segmento de tempo e espaço, menor a probabilidade de ocorrer mais de um 

evento naquele segmento. A probabilidade de ocorrência de 2 ou mais eventos se aproxima 

de zero, quando o tamanho do segmento se aproxima de zero. 

 

2.3.2 PROBABILIDADES DE POISSON 

A distribuição de Poisson é dada por: 

 

𝑝(𝑥; 𝜆, 𝑡) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
(𝜆𝑡)𝑥𝑒−𝜆𝑡

𝑥!
 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0,1,2, … 
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em que os parâmetros  e t são a taxa média do processo e o intervalo de tempo/espaço, 

respectivamente. 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Um departamento de polícia recebe em média 5 solicitações por hora. Qual a probabilidade 

de receber 2 solicitações numa hora selecionada aleatoriamente? 

 

Solução 

  X = número designado de sucessos = 2 

  λ = o número médio de sucessos num intervalo específico (uma hora) = 5 

𝑃(2) =
52𝑒−5

2!
= 0,08422434 𝑜𝑢 8,42% 

Observa-se que à medida que X aumenta, as probabilidades de Poisson tendem rapidamente 

a zero. Os resultados anteriores mudam completamente se os valores dos parâmetros  e t 

forem alterados. 

 

2.4 DISTRIBUIÇÃO GEOMÉTRICA 

Nessa classe de problemas associados ao tempo de espera imagine o exemplo onde nós 

podemos lançar uma moeda, repetidamente, até que seja observado uma “cara”, ou ainda, 

podemos lançar uma bola de basquete na cesta repetidamente até acertarmos. A partir desse 

experimento temos interesse em calcular algumas probabilidades. 

Dessa forma suponha que iremos conduzir repetidos experimentos de Bernoulli, observando 

as falhas e sucessos. Seja X o número de falhas antes do sucesso. Se P(Sucesso) = p então X 

possui a seguinte PMF, 

 

2.4.1 FUNÇÃO DE MASSA DE PROBABILIDADE: 

   pX(x)=p(1−p)^x      x=0,1,2,... 

 

Podemos dizer que X possui uma distribuição geométrica e escrever X∼Geo(p). 
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Fica claro que pX(x)≥0 e que podemos verificar que ∑pX(x)=1. 

∑ 𝑝(1 − 𝑝)𝑥 = 𝑝

∞

𝑥=0

∑(1 − 𝑝)𝑥 = 𝑝
1

1 − (1 − 𝑝)
= 1

∞

𝑥=0

 

 

resultado oriundo da série geométrica, 

∑ 𝑥𝑘 =
1

1 − 𝑥
= 1 |𝑥|

∞

𝑘=0

< 1 

 

2.4.2 VALOR ESPERADO E VARIÂNCIA: 

 
   E[X]=1/p 

   V(X)=(1−p)/p2 

 

A variável aleatória geométrica é a única distribuição discreta com a propriedade de falta de 

memória que implica que se o experimento for iniciado em qualquer tentativa, não irá alterar a 

sua distribuição de probabilidades, ou seja a avaliação das probabilidades se iniciarem após 

algumas tentativas a distribuição não será afetada. 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Um pesquisador está realizando um experimentos químico independentes e sabe que a 

probabilidade de que cada experimento apresente uma reação positiva é 0,3. Qual é a 

probabilidade de que menos de 5 reações negativas ocorram antes da primeira positiva? 

Para resolver este problema, considere X como sendo a variável aleatória que representa o 

número de reações negativas até a ocorrência da primeira positiva. Neste caso, temos que 

𝑋 ∼ Geo(0,3) e então 

ℙ(𝑋 < 5) = ∑ ℙ(𝑋 = 𝑖) = 0,3 + 0,7.0,3 + 0, 72. 0,3 + 0, 73. 0,3 + 0, 74. 0,3 = 0,83193

4

𝑖=0
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2.5 DISTRIBUIÇÃO BINOMIAL NEGATIVA (OU PASCAL) 

Podemos generalizar um problema e considerar o caso em que nós esperamos por mais de 

um único sucesso. Suponha que desejamos conduzir repetidos experimentos Bernoulli, 

observando os respectivos sucessos e falhas. Seja X a contagem do número de falhas antes 

de r sucessos, e P(Sucesso)=p então X possui a seguinte PMF, 

 

2.5.1 VARIÁVEL ALEATÓRIA GENERALIZADA: 

Seja X a contagem do número de falhas antes de r sucessos. 

 

a) Função Massa de Probabilidade: 

 

𝑝𝑥(𝑥) = ℙ(𝑋 = 𝑥) = (
𝑟 + 𝑥 − 1

𝑟 − 1
) 𝑝𝑟(1 − 𝑝)𝑥 

 

Outra generalização da binomial negativa segue a mesma ideia da distribuição geométrica 

quanto à generalização da variável aleatória. 

 

Seja Y a contagem do número de tentativas até que r sucessos ocorram. 

 

b) Função Massa de Probabilidade: 

 

𝑝𝑌(𝑦) = ℙ(𝑌 = 𝑦) = (
𝑦 − 1

𝑟 − 1
) 𝑝𝑟(1 − 𝑝)𝑦−𝑟 

 

Podemos dizer que X possui uma distribuição binomial negativa e escrever X∼Bin Neg(r,p) 

Valor Esperado e variância: 

    E[X]=1/p 
    V(X)=(1−p)/p2 
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Exemplo de Aplicação: 

Suponha que, para se ganhar um jogo de dados seja necessário obter  vezes a face voltada 

para cima do dado com o número de . Sendo que o número de lançamentos devem ser  e 

devemos obter a face  voltada para cima pela terceira vez no sexto lançamento. Supondo 

que o dado seja honesto, qual será a probabilidade de vencermos o jogo. 

De fato, como o dado é honesto temos que a probabilidade de sair o face 1 é 1/6, portanto 

usando a formula da binomial negativa temos que: 

 

ℙ(𝑋 = 6) = (
𝑥 − 1

𝑘 − 1
) 𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑥−𝑘 = (

6 − 1

3 − 1
)

1

6

3

(1 −
1

6
)3 =

1250

46656
≈ 0,0267918 

 

2.6 DISTRIBUIÇÃO HIPERGEOMÉTRICA 

A distribuição hipergeométrica é uma das mais importantes distribuições de probabilidade 

para variáveis discretas usadas em amostragem estatística. O principal fator que diferencia 

esta distribuição e a distribuição binomial é que esta última requer que a amostragem seja 

feita com reposição. Por exemplo, em controle de qualidade de equipamentos eletrônicos, 

testes são feitos com a destruição da amostra, não podendo haver reposição. 

As seguintes condições caracterizam a distribuição hipergeométrica: 

O resultado de cada retirada (os elementos da população que compõem a amostra) pode ser 

classificado em uma de duas categorias mutuamente excludentes (por exemplo, aprovação 

ou reprovação, empregado ou desempregado); 

A probabilidade de um sucesso muda a cada retirada, conforme cada retirada diminui a 

população (amostragem sem reposição a partir de uma população finita). 

Uma variável aleatória X segue a distribuição hipergeométrica se a função massa de 

probabilidade for dada por 

 

𝑃(𝑋 = 𝑘) =
(𝐾

𝑘
)(𝑁−𝐾

𝑛−𝑘
)

(𝑁
𝑛

)
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em que 

N é o tamanho da população, 

K é o número de estados de sucessos na população, 

n é o número de retiradas, 

k é o número de sucessos observados, 

(𝑎
𝑏

) é um coeficiente binomial. 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Uma urna contém 10 bolas, das quais 6 são brancas e 4 pretas. Suponha que décimos retirar 

5 bolas da urna qual a probabilidade de que das 5 bolas retiradas 3 sejam brancas? 

Para este problema basta usarmos a distribuição hipergeométrica, com M=6 , K=3, N=10 e 

n=5. 

 

ℙ(𝑋 = 3) =
(6

3
)(4

2
)

(10
5

)
=

10

21
 

 

2.7 EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

a) Um inspetor de qualidade extrai uma amostra de 10 tubos aleatoriamente de uma carga 

muito grande de tubos que se sabe que contém 20% de tubos defeituosos. Qual é a 

probabilidade de que não mais do que 2 dos tubos extraídos sejam defeituosos? Resposta: 

0,6778 ou 67,8%. 

b) Um engenheiro de inspeção extrai uma amostra de 15 itens aleatoriamente de um processo 

de fabricação sabido produzir 85% de itens aceitáveis. Qual a probabilidade de que 10 dos 

itens extraídos sejam aceitáveis? Resposta:0,0449 ou 4,5%. 

c) Em uma indústria, 60% das peças torneadas são polidas. Se observarmos uma amostra de 

10 peças torneadas de um lote qualquer, qual a probabilidade de encontrarmos ao menos 8 

peças polidas? Resposta: 0,167. 

d) Um processo de produção produz 10 itens defeituosos por hora. Encontre a probabilidade 

que 4 ou menos itens sejam defeituosos numa retirada aleatória por hora usando, usando a 

distribuição de Poisson. Resposta: 0,01891664. 
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e) Uma empresa fabrica um tipo de tomada que são embalados em lote de 25 unidades. Para 

aceitar o lote enviado por essa fábrica, o controle de qualidade da empresa tomou o seguinte 

procedimento: sorteia-se um lote e desse lote selecionam-se 8 tomadas para teste, sem 

reposição. Se for constatado, no máximo, duas tomadas defeituosas, aceita-se o lote 

fornecido pela fábrica. Se o lote sorteada tiver 7 peças defeituosas, qual a probabilidade de 

se aceitar o lote? Resposta: 0,0010069. 

f) Uma caixa contendo 12 bolas, das quais 5 são vermelhas, 4 brancas e 3 azuis. Suponha 

que seja retirada 5 bolas ao acaso e com reposição. Qual a probabilidade de que sejam 

retiradas 2 bolas vermelhas, 2 brancas e 1 azul. Resposta: 0,144675. 

g) Considere o experimento em que uma moeda viciada é lançada sucessivas vezes, até que 

ocorra a primeira cara. Seja X a variável aleatória que conta o número de coroas obtidos no 

experimento (ou seja, a quantidade de lançamentos anteriores a obtenção da primeira cara). 

Sabendo que a probabilidade de cara é de 0,4, qual é a probabilidade de ℙ(2 ≤ 𝑋 < 4) e a 

probabilidade de 

 ℙ(𝑋 > 1|𝑋 ≤ 2). Resposta: 0,2304 e 0,18367. 

h) Suponha que em uma fábrica produz resistência para chuveiros, com uma taxa de defeitos 

de 2%. Qual a probabilidade de que em uma inspeção de 10 resistências se tenha 3 

resistências defeituosas sendo que a terceira defeituosa seja exatamente a décima 

inspecionada. Resposta: 0,00025. 

  



Cálculo de Probabilidades 

 
 

 
 

28 

 
 
 
 

Capítulo 3 
 
 
 

Distribuições Contínuas 
de Probabilidade 

  



Cálculo de Probabilidades 

 
 

 
 

29 

3.1 DISTRIBUIÇÃO NORMAL 

A distribuição Normal tem como características fundamentais a média e o desvio padrão. Para 

os interessados por Ciências Biológicas é a mais importante das distribuições contínuas pois 

muitas variáveis aleatórias de ocorrência natural ou de processos práticos obedecem esta 

distribuição. Abraham de Moivre, um matemático francês exilado na Inglaterra, publicou a 

função densidade de probabilidade da distribuição normal com média µ e variância 𝜎2 (ou, de 

forma equivalente, desvio padrão σ) em 1733:  

 

𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒

−(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 em que -∞ < x < ∞ 

 

É importante lembrar que os parâmetros populacionais µ e σ possuem os seguintes 

significados: 

µ = média populacional: indica a posição central da distribuição  

σ = desvio padrão populacional: refere-se à dispersão da distribuição 

 

Se uma variável aleatória x tem distribuição normal com média µ e variância 𝜎2, diz-se que  

𝑥~𝑁(𝜇, 𝜎2) 

A figura a seguir mostra uma curva normal típica, com seus parâmetros descritos 

graficamente 

 

Figura-2: Curva Normal 

 

A curva normal tem forma de sino, ou seja, é unimodal e simétrica, e o seu valor de máxima 

frequência, a moda coincide com o valor da média e da mediana. A média é o centro da 

curva. 
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A distribuição de valores maiores que a média () e a dos valores menores que a média () é 

perfeitamente simétrica, ou seja, se passarmos uma linha exatamente pelo centro da curva 

teremos duas metades, sendo que cada uma delas é a imagem especular da outra. 

As extremidades da curva se estendem de forma indefinida ao longo de sua base (o eixo das 

abcissas) sem jamais tocá-la. Portanto, o campo de variação da distribuição normal se 

estende de - infinito a + infinito. 

Assim sendo, a curva apresenta uma área central em torno da média, onde se localizam os 

pontos de maior frequência e também possui áreas menores, progressivamente mais 

próximas de ambas as extremidades, em que são encontrados valores muito baixos de x (à 

esquerda) ou escores muito altos (à direita), ambos presentes em baixas frequências. 

Como em qualquer função de densidade de probabilidade a área sob a curva normal é 1, 

sendo a frequência total igual a 100%. Assim, a curva normal é uma distribuição que 

possibilita determinar probabilidades associadas a todos os pontos da linha de base.  

Portanto, tomando-se quaisquer dois valores pode-se determinar a proporção de área sob a 

curva entre esses dois valores. E essa área é o próprio valor da frequência da característica 

que ela determina. 

 

3.1.1 NORMAL E ANORMAL  

A palavra normal tem um significado coloquial bastante indeterminado, mas tem um 

significado estatístico bem preciso. 

O valor de uma variável tem ocorrência normal quando está entre 95% da área sob a curva 

em forma de sino, que tem a variável frequência no eixo dos Y, cujas extremidades ocupam 

2,5% cada. 

Ou seja, algum valor é considerado normal se está na em qualquer ponto entre 0,025 e 0,975 

(2,5 e 97,5%) da área sob a curva. 
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Figura-3: Curva Normal 

 
Portanto, há dois tipos de "anormal". Todos os valores encontrados na área que está entre 0 a 

2,5% correspondem a um tipo. E todos os que estão no final da curva, ou seja, entre 97,5 e 

100% se refiram ao outro tipo. 

 

Uma pergunta pra pensar: É sempre ruim ser "anormal"? 

 

É muito importante entender como a curva é afetada pelos valores numéricos de µ e σ. 

Assim, como se vê na figura seguinte, em que x corresponde ao número de desvios padrão e 

Y demonstra a frequência, quanto maior a média, mais à direita está a curva.  

Note-se que, se diferentes amostras apresentarem o mesmo valor de média µ e diferentes 

valores de desvios padrão σ, a distribuição que tiver o maior desvio padrão se apresentará 

mais achatada (c), com maior dispersão em torno da média. Aquela que tiver o menor desvio 

padrão apresentará o maior valor de frequência e acentuada concentração de indivíduos em 

valores próximos à média (a). 

 

3.2 DISTRIBUIÇÃO NORMAL PADRÃO 

Todas as curvas normais representativas de distribuições de frequências podem ser 

transformadas em uma curva normal padrão, usando-se o desvio padrão (σ) como unidade 

de medida indicativa dos desvios dos valores da variável em estudo ( x ), em relação à média 

( µ ). A Distribuição Normal Padrão é caracterizada pela média ( µ ) igual a zero e desvio 

padrão (σ) igual a 1. 
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Figura-4: Curva Normal 

 

A figura anterior mostra também que o desvio-padrão controla o grau para o qual a 

distribuição se "espalha" para ambos os lados da curva. Percebe-se que aproximadamente 

toda a probabilidade está dentro de ± 3 𝜎 a partir da média.  

Se a variável x tem distribuição normal, pode ser transformada para uma forma padrão, 

denominada Z, (ou, como comumente se diz, pode ser padronizada) subtraindo-se sua média 

e dividindo-se pelo seu desvio padrão: 𝑧 = (𝑥 − 𝜇)/𝜎 

 

Quando se estima os coeficientes, usa-se a seguinte notação: 

 

𝑧 = (𝑥 − 𝑥′)/𝑠 

 

A equação da curva de z é: 

 

𝑓(𝑧) =  
1

√2𝜋
𝑒

𝑧2

2  𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 − ∞ < 𝑧 < ∞ 

 

É importante lembrar que a área sob a curva pode ser entendida como uma medida de sua 

probabilidade e que a área sob a curva normal é igual a 1 (100%). 

Assim, a variável x cuja distribuição é N(µ, σ 2 ) é transformada na forma padronizada z cuja 

distribuição é N(0,1). 

Essa é a distribuição normal padrão, que já está tabelada, pois os parâmetros da população 

(desvio padrão e média) são conhecidos. Então, se forem tomados dois valores específicos, 

pode-se determinar a proporção de área sob a curva entre esses dois valores. Para a 
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distribuição Normal, a proporção de valores caindo dentro de um, dois, ou três desvios 

padrão da média são: 

 

entre É igual a 

µ ± 𝟏𝛔 68,26%(1) 

µ ± 𝟐𝛔 95,44%(2) 

µ ± 𝟑𝛔 99,74%(3) 

Z – Dados tabelados 

 

Como se chegou a esses valores? 

Para responder essa pergunta é necessário conhecer a distribuição de z, que já está 

tabelada. 

Note-se que a Tabela de z determina a área a partir do número de desvios-padrão, os quais 

são lidos assim: 

 

𝒂̅, 𝒃̅𝒄̅ 

a=número inteiro lido na primeira coluna 

b=número decimal lido na primeira coluna 

c=número centesimal lido na primeira linha 

 

O valor de z será encontrado na intersecção entre a coluna e a linha, sendo adimensional.  

Verificando a tabela, percebe-se que para os valores negativos de z as áreas são obtidas por 

simetria, ou seja, existe o mesmo conjunto de valores, com sinal negativo, para o lado 

esquerdo da média, pois a tabela é especular. 

Os valores de z permitem delimitar a área sob a curva, pois, como no eixo Y do gráfico está a 

frequência da variável, a área sob a curva tem o mesmo valor da probabilidade de ocorrência 

daquela característica. 

 

  



Cálculo de Probabilidades 

 
 

 
 

34 

 
Exemplo de Aplicação: 

Qual é a área sob a curva normal contida entre z = 0 e z = 1?  

Procura-se o valor 1 na primeira coluna da tabela e o valor da coluna 0,00. O valor da 

intersecção é de 0,3413, ou seja, 34,13%. Entretanto, lembrando que a curva normal é 

simétrica, sabe-se que a área sob a curva normal contida entre z = 0 e z = -1 também é 

34,13%. Portanto, a área referente 

a -1 < z < 1 vale a soma de ambas, ou seja, 68,26%. 

Recordando que o valor central corresponde a µ, pode-se traçar o seguinte gráfico, em que 

se percebe que, excetuando-se os valores centrais, sobram apenas 15,87% para cada lado 

da curva. 

 

Figura-5: Curva Normal 
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Tabela-1: Tabela da Distribuição Normal 
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3.3 DISTRIBUIÇÃO EXPONENCIAL 

A distribuição exponencial é uma distribuição utilizada na prática para modelar tempo de falha 

de objetos. Por exemplo, pode ser usada para modelar o tempo que demora até uma lâmpada 

falhar.  

Ela possui um parâmetro, 𝜆, que pode ser interpretado da seguinte forma: 1/𝜆 é o tempo de 

vida médio do objeto 

Definição: Variável Aleatório Seguindo Distribuição Exponencial 

Uma variável aleatória contínua 𝑋 assumindo valores não-negativos é dita seguir distribuição 

exponencial com parâmetro, 𝜆 > 0, se sua função de densidade é dada por  

 

𝑓(𝑥) = { λ 𝑒−λx, 𝑥 ≥ 0, 0, 𝑥 < 0. 

 

A distribuição Exponencial pode ser parametrizada de uma forma alternativa segundo a 

função densidade de probabilidade dada por 

 

𝑓(𝑥) = {

1

𝛽
 0 < 0

𝑒
−𝑥
𝛽  𝑠𝑒 𝑥 ≥  0  

 

Pode ser aplicada nos casos onde queremos analisar o espaço ou intervalo de 

acontecimentos de um evento; 

Na distribuição de Poisson – estimativa da quantidade de eventos num intervalo – distribuição 

de dados discreta. 

Exemplo: Um fio de cobre apresenta uma taxa de 2 falhas por metro. Qual a probabilidade de 

apresentar, em um metro, 4 falhas? 

A distribuição exponencial está ligada à de Poisson; ela analisa inversamente o experimento: 

um intervalo ou espaço para ocorrência de um evento. 

No exemplo do fio, qual a probabilidade de ocorrer uma falha em 0,5 metros, se ele possui 

uma taxa de 2 falhas por metro? 
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3.3.1 TEMPOS DE INTER CHEGADA 

A Curva Densidade de Probabilidade 

A distribuição exponencial depende somente da suposição de que o evento ocorra seguindo 

o processo de Poisson. 

Curva da Distribuição Exponencial 

Figura-6: Densidade Exponencial 
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3.3.2 MÉDIA E DESVIO PADRÃO  

Se a variável aleatória X tiver uma distribuição exponencial, com parâmetro λ (ocorrência por 

intervalo), então: 

 

𝐸(𝑥) =  
1

λ
𝜎 =

1

λ
 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Em uma grande rede corporativa de computadores, as conexões dos usuários ao sistema 

podem ser modeladas como um processo de Poisson, com média de 25 conexões por hora. 

Qual a probabilidade de não haver conexões em um intervalo de 6 minutos? 

 

𝑓(𝑥) = λ. 𝑒−λx 

𝑃(𝑥 > 0,1) = ∫ 25. 𝑒−25𝑥
∞

0,1

. 𝑑𝑥 = −𝑒−25∞ − (−𝑒−25.0,1) = −𝑒−25.0,1 = 0,082 

 

Figura-7: Densidade Exponencial 
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3.3.3 USO DA DISTRIBUIÇÃO EXPONENCIAL  

A distribuição exponencial é frequentemente usada em estudos de confiabilidade como sendo 

o modelo para o tempo até a falha de um equipamento – muito utilizado para componentes 

eletrônicos 

Exemplo: O tempo de vida até a falha de um semicondutor pode ser modelado por uma 

variável aleatória exponencial com média 40.000h 

 

3.4 DISTRIBUIÇÃO QUI QUADRADO  

Qui Quadrado, simbolizado por 𝑋2 é um teste de hipóteses que se destina a encontrar um 

valor da dispersão para duas variáveis nominais, avaliando a associação existente entre 

variáveis qualitativas. É um teste não paramétrico, ou seja, não depende dos parâmetros 

populacionais, como média e variância. O princípio básico deste método é comparar 

proporções, isto é, as possíveis divergências entre as frequências observadas e esperadas 

para um certo evento. Evidentemente, pode-se dizer que dois grupos se comportam de forma 

semelhante se as diferenças entre as frequências observadas e as esperadas em cada 

categoria forem muito pequenas, próximas a zero. 

Portanto, o teste é utilizado para: 

 Verificar se a frequência com que um determinado acontecimento observado em uma 

amostra se desvia significativamente ou não da frequência com que ele é esperado.  

 Comparar a distribuição de diversos acontecimentos em diferentes amostras, a fim de 

avaliar se as proporções observadas destes eventos mostram ou não diferenças significativas 

ou se as amostras diferem significativamente quanto às proporções desses acontecimentos. 

 

Condições necessárias para aplicar o teste as seguintes proposições precisam ser satisfeitas:  

 Os grupos são independentes,  

 Os itens de cada grupo são selecionados aleatoriamente, 

 As observações devem ser frequências ou contagens, 

 Cada observação pertence a uma e somente uma categoria e  

 A amostra deve ser relativamente grande (pelo menos 5 observações em cada célula 

e, no caso de poucos grupos - pelo menos 10 - Exemplo: em tabelas 2x 2. 
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Como calcular Karl Pearson propôs a seguinte fórmula para medir as possíveis discrepâncias 

entre proporções observadas e esperadas: 

 

𝑋2 = ∑[(𝑜 − 𝑒)2 2/𝑒] 

 

Em que  

o = frequência observada para cada classe,  

e = frequência esperada para aquela classe. Note-se que (𝑜 − 𝑒) = desvio (d), portanto a 

fórmula também pode ser escrita como 

𝑋2 =
𝑑2

𝑒
 

 

Percebe-se que as frequências observadas são obtidas diretamente dos dados das amostras, 

enquanto que as frequências esperadas são calculadas a partir destas. É importante notar 

que (𝑜 − 𝑒) é a diferença entre a frequência observada e a esperada em uma classe. Quando 

as frequências observadas são muito próximas às esperadas, o valor de 𝑋2 é pequeno. Mas, 

quando as divergências são grandes (𝑜 − 𝑒) passa a ser também grande e, 

consequentemente, 𝑋2 assume valores altos. 

 

3.4.1 HIPÓTESES A SEREM TESTADAS 

O pesquisador trabalha com duas hipóteses:  

 Hipótese nula: As frequências observadas não são diferentes das frequências 

esperadas. Não existe diferença entre as frequências (contagens) dos grupos. Portanto, não 

há associação entre os grupos 

 Hipótese alternativa: As frequências observadas são diferentes das frequências 

esperadas, portanto existe diferença entre as frequências. Portanto, há associação entre os 

grupos. Procedimento:é necessário obter duas estatísticas denominadas 𝑋2 calculado e 𝑋2 

tabelado. 

 

As frequências observadas são obtidas diretamente dos dados das amostras, enquanto que 

as frequências esperadas são calculadas a partir destas. Assim, o 𝑋2 calculado é obtido a 
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partir dos dados experimentais, levando-se em consideração os valores observados e os 

esperados, tendo em vista a hipótese. Já o 𝑋2 tabelado depende do número de graus de 

liberdade e do nível de significância adotado. A tomada de decisão é feita comparando-se os 

dois valores de 𝑋2 : 

 

Se 𝑋2 calculado > ou = 𝑋2 tabelado: Rejeita-se Ho. 

Se 𝑋2 calculado < 𝑋2 tabelado: Aceita-se Ho. 

 

Quando se consulta a tabela de 𝑋2 observa-se que é determinada uma probabilidade de 

ocorrência daquele acontecimento. Portanto, rejeita-se uma hipótese quando a máxima 

probabilidade de erro ao rejeitar aquela hipótese for baixa (alfa baixo). Ou, quando a 

probabilidade de os desvios terem ocorrido pelo simples acaso é baixa. O nível de 

significância (alfa) representa a máxima probabilidade de erro que se tem ao rejeitar uma 

hipótese. O número de graus de liberdade, nesse caso é assim calculado: G.L. = número de 

classes - 1 E, evidentemente, quanto maior for o valor do 𝑋2 mais significante é a relação entre 

a variável dependente e a variável independente. 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Se uma moeda não viciada for jogada 100 vezes, espera-se obter 50 caras e 50 coroas, já 

que a probabilidade de cair cara (p) é = ½ e a de cair coroa (q) também é = ½. Entretanto, na 

prática, é muito difícil obter valores observados, idênticos aos esperados, sendo comum 

encontrar valores que se desviam dos teóricos. 

Supondo que uma moeda foi jogada 100 vezes e se obteve 60 caras e 40 coroas. 

a) Qual será o valor de 𝑋2?  

b) Como se pode interpretar esse valor?  

 

Solução: 

As frequências esperadas em cada classe são calculadas por:  

   p. N. Portanto: E(cara) = ½ .100 e E(coroa) = ½ .100 
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Assim, os valores esperados são: cara: 50 e coroa: 50 e os observados são: cara: 60 e coroa: 

40 

𝑋2 = [(60 − 50)2/50] + [(40 − 50)2/50] 

a) Valor de 𝑋2 = 2 + 2 = 4 

 

O que significa esse número? Ou seja, como se analisa um teste de 𝑋2? 

 

Supondo que em vez de lançarmos 100 moedas uma única vez, tivéssemos feito inúmeros 

lançamentos de 100 moedas. Se calcularmos o 𝑋2 a cada 100 lançamentos, e, depois, 

colocarmos todos os resultados em um gráfico. 

Nota-se que os valores pequenos de 𝑋2 ocorrem mais frequentemente que os grandes, pois 

se um experimento puder ser representado pelo modelo teórico proposto, pequenos desvios 

casuais entre proporções esperadas e observadas ocorrerão em maior número do que 

grandes desvios. 

Tomando a área total sob a curva como 100%, sabe-se que o valor 3,841 delimita 5% dela. 

Este é o valor crítico de qui quadrado conhecido como 𝑋2𝑐. Portanto, espera-se em 

experimentos semelhantes, que valores de 𝑋2 e menores que 3,841 tenham 95% de 

probabilidade de ocorrência. 

Sempre que o valor de 𝑋2 for menor que 3,841 aceita-se a hipótese de igualdade estatística 

entre os números de observados e de esperados (H0). Ou seja, admite-se que os desvios não 

são significativos. 

 

b) Como se pode interpretar esse valor? 

No exemplo dado, como o valor de Qui Quadrado obtido (4) para 2 classes foi maior que o 

esperado ao acaso (3,841), aceita-se a hipótese alternativa e admite-se que a moeda seja 

viciada. 

 

3.4.2 COMO USAR A TABELA 

Entretanto, é importante notar que esse raciocínio e decisão só são válidos quando há 2 

classes possíveis de eventos. (Como no exemplo dado, em que o lançamento da moeda pode 

resultar em 2 acontecimentos: cara ou coroa).  
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Mas, se tivéssemos lançado um dado seriam 6 classes possíveis. Como faríamos, então? 

Deve-se consultar uma tabela de 𝑋2 e lembrar que, nesse caso: 

 

GL = número de classes – 1. 

 

A tabela de Qui Quadrado mostra o número de Graus de liberdade nas linhas e o valor da 

Probabilidade nas colunas.  

Na coluna referente a 5% de probabilidade encontra-se o valor crítico de qui quadrado (𝑋2𝑐), 

com o qual deve ser comparado o valor calculado de 𝑋2. 

 

Tabela-2: Tabela Qui Quadrado 

 

 
Exemplo de Aplicação: 

Se um dado não viciado for jogado 6 vezes, espera-se obter 1 vez cada face (1, 2, 3, 4, 5 e 6) 

já que a probabilidade de cair qualquer face é 1/6. Supondo que um dado foi jogado 186 

vezes e se obteve: 

 

Face 1 Face 2 Face 3 Face 4 Face 5 Face 6 

34 29 30 32 28 33 
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a. Qual será o valor de 𝑋2? 

b. Como se pode interpretar esse valor?  

Solução 

As frequências esperadas em cada classe são calculadas por: p.N. Portanto:  

 

E(face 1) = E(face 2) = E(face 3) = E(face 4) = E(face 5) = E(face 6) = p.N = 1 / 6 .186 = 31  

 

a) Qual será o valor de 𝑋2? 

Assim, os valores parciais são somados: e chega-se ao valor de 𝑋2: 

 

Observado 34 29 30 32 28 33 

Esperado 31 31 31 31 31 31 

𝑿𝟐 0,2903 0,1290 0,0322 0,0322 0,2903 0,1290 

 

𝑋2 = (0,2903 + 0,1290 + 0,0322 + 0,0322 + 0,2903 + 0,1290) = 0,903  

 

b) Como se pode interpretar esse valor? 

Lembrando que GL = número de classes -1, como há 6 classes, GL = 5. Verificando-se a 

tabela de 𝑋2 na linha em GL = 5 encontra-se 𝑋2 c igual a 11,070. Como o valor de Qui 

Quadrado obtido ( 0,903 ) foi menor que o esperado ao acaso (11,070) admite-se que o dado 

seja honesto. 

 

3.5 EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

Distribuição Normal  

a) Em uma população de indivíduos adultos de sexo masculino, cuja estatura média é 1,70 m 

e desvio padrão é 0,08 m, qual é o intervalo de alturas em que 95% da população está 

compreendido?  

b) Na mesma população, qual a probabilidade de um indivíduo apresentar estatura entre 1,60 

e 1,82 m? 
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c) Qual a probabilidade de se encontrar 1 indivíduo com estatura menor que 1,58 m? 

d) Sabendo-se que o índice de massa corpórea em uma população de pacientes com 

diabetes mellitus obedece uma distribuição normal e tem média = 27 kg/cm2 e desvio-padrão 

= 3 kg/cm2 , qual a probabilidade de um indivíduo sorteado nessa população apresentar um 

índice de massa corpórea entre 26 kg/cm2 e a µ? 

e) Em mulheres, a quantidade de hemoglobina por 100 ml de sangue é uma variável aleatória 

com distribuição normal de média = 16g e desvio padrão s = 1g. Calcular a probabilidade de 

uma mulher apresentar 16 a 18 g por 100 ml de hemoglobina no sangue. 

 

Distribuição Exponencial  

a) O tempo de vida (em horas) de um transistor é uma variável aleatória T com distribuição 

exponencial. O tempo médio de vida do transistor e de 500 horas. 

1)calcule a probabilidade de o transistor durar mais do que 500 horas. (0,3679) 

2)calcule a probabilidade de o transistor durar entre 300 e 1000 horas. (0,4135) 

3) sabendo-se que o transistor já durou 550 horas, calcule a probabilidade de ele durar mais 

500 Horas. 

 

b) O setor de manutenção de uma empresa fez um levantamento das falhas de um importante 

Equipamento, constatando que há, em média, 0,75 falha por ano e que o tempo entre falhas 

segue 

Uma distribuição exponencial. Qual é a probabilidade de o equipamento não falhar no 

próximo ano? 

 

c) A vida útil de certo componente eletrônico é, em média, 10.000 horas e apresenta 

distribuição Exponencial. Após quantas horas se espera que 25% dos componentes tenham 

falhado?  

 

d) A vida de um certo componente eletrônico é, em média, 10.000 horas e apresenta 

distribuição exponencial. Qual é a percentagem esperada de componentes que apresentarão 

falhas em menos de 10.000 horas? 
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Distribuição Qui quadrado  

a) Desejando-se verificar se duas vacinas contra brucelose (uma padrão e um nova) são 

igualmente eficazes, pesquisadores realizaram o seguinte experimento: um grupo de 14 

bezerras tomou a vacina padrão e outro grupo de 16 bezerras tomou a vacina nova. 

Considerando que os dois grupos estavam igualmente expostos ao risco de contrair a 

doença, após algum tempo, verificou-se quantos animais, em cada grupo, havia contraído a 

doença: 

Vacina Brucelose Total 

 Sim Não  

Padrão 10 4 14 

Nova 5 11 16 

Total 15 15 30 

 

Existe diferença estatisticamente significativa entre as proporções de bezerras que contraíram 

brucelose usando a nova vacina e a vacina padrão? 

b) As reações adversas de uma nova vacina que foi desenvolvida para gripe estão sendo 

estudadas. A tabela resume os resultados obtidos. 

 Reação Adversa 

Tratamento Não Sim 

Vacina 83 17 

Placebo 87 13 

 

Deseja-se testar a hipótese de homogeneidade na ocorrência de reações adversas entre os 

pacientes tratados com placebo e vacina. Qual é o valor da contribuição da primeira célula da 

tabela para a estatística do teste Qui-Quadrado de homogeneidade? 
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c) Observe a tabela de contingências a seguir: 

 Atributo B presente Atributo B ausente 

Atributo A presente 220 280 

Atributo A ausente 280 220 

 

O valor da estatística qui-quadrado usual para se testar a independência entre os atributos A 

e B é igual a: 

a) 7,6 

b) 10,2 

c) 14,4 

d) 20,6 

e) 22,8 

 

d) Se uma moeda não viciada for jogada 100 vezes espera-se obter 50 caras e 50 coroas, já 

que a probabilidade de cair cara(p) é =1/2. Entretanto, na prática, é muito difícil obter valores 

observados, idênticos aos esperados, sendo comum encontrar valores que se desviam dos 

teóricos.  

Supondo que uma moeda foi jogada 100 vezes e se obteve 60 caras e 40 coroas. 

 

1) Qual será o valor de 𝑋2? 

2) Como se pode interpretar esse valor? 

 

e) Suponha que as proporções dos quatro tipos de sangue de certa raça sejam iguais a 16%, 

48%, 20% e 16%. Para outra raça, em uma amostra aleatoriamente selecionada, as 

frequências observadas de cada tipo sanguíneo foram, respectivamente, 180, 360, 130 e 100. 

Utilizando um procedimento estatístico, com 5% de significância, verifique se esta raça possui 

a mesma distribuição, quanto aos tipos de sangue.  

Especifique as hipóteses estatísticas e conclua utilizando o nível descritivo. 
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